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АННОТАЦИЯ
В статье рассматривается возможность замены плотной весовой (либо обратной весовой) 

матрицы коррелированных между собой измерений на соразмерную ей единичную 

матрицу (или кратную таковой) и, соответственно, выполнения в таком случае упрощенного 

приближенного, а  не строгого уравнивания ввиду того, что на  практике в  рамках 

математической обработки весьма широко распространен переход от непосредственно 

выполненных измерений к их функциям, обычно разностям или суммам, коррелированным 

между собой, но свободным от влияния тех или иных возмущающих факторов, которое 

носит систематический характер. Получены критерии установления такой возможности 

на  основе применения неравенства Канторовича и  вычисления относительной 

эффективности получаемых при приближенном уравнивании оценок. Рассмотрено 

применение этих критериев для математической обработки угловых измерений 
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на станции. Показано, что, если угловые измерения выполнены по способу круговых 

приемов, распределение поправки за незамыкание горизонта позволяет рассматривать 

эти измерения равноточными и не коррелированными между собой. Сделан вывод 

о возможности распространения данного подхода также на спутниковые измерения 

и применения полученных критериев в том числе в их случае.

1  Введение
Нередко в геодезической практике обрабатываемые измерения оказываются 
коррелированными, особенно когда в качестве таковых рассматриваются не непо-
средственно выполненные измерения, а их некоторые функции, обычно разно-
сти или суммы, переход к которым, как известно, является одним из наиболее 
эффективных способов по исключению влияния различного рода возмущений, 
носящего систематический характер. В то же время, как известно из теории урав-
нительных вычислений, при уравнивании весовую матрицу измерений вполне 
возможно заменять на любую соразмерную ей невырожденную матрицу [1]. 
Представляет определенный интерес возможность использования вместо плот-
ной весовой матрицы коррелированных измерений матрицы единичной (либо 
кратной таковой в зависимости от выбранной единицы веса). Однако уравнива-
ние в таком случае будет лишь приближенным, а получаемые оценки искомых 
величин (параметров) — менее эффективными.

В разное время данный вопрос изучался как применительно к измерениям 
конкретного вида [2–5], так и применительно к их последовательному учету 
при математической обработке [1, 6, 7]. В настоящее время он также актуа-
лен [8–10], поскольку замену плотной матрицы на единичную в рамках матема-
тической обработки геодезических измерений можно рассматривать как один 
из возможных путей для оптимизации уравнительных вычислений [11], направ-
ленной на уменьшение объема производимых вычислительных операций и их 
упрощение, и, соответственно, считать в дополнение к обозначенным ранее 
одной из современных задач уравнительных вычислений [12].

2  Материалы и методы
Оценки искомых величин при строгом и приближенном уравнивании находятся 
по различным формулам. При строгом уравнивании

X͞ = X(0) + (ATQY
−1A)−1ATQY

−1(Y−Y(0)).1
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При приближенном уравнивании (когда весовая матрица заменяется 
кратной единичной)

X͞Е = X(0) + (ATA)−1AT(Y−Y(0)).

Их различие может быть охарактеризовано относительной эффективностью, 
рассчитываемой как частное от деления детерминанта (определителя) обратной 
весовой матрицы первой оценки на детерминант обратной весовой матрицы 
второй таковой:

е =
det
det

.
Q
Q

X

XE

Наименьшее из возможных значений данной характеристики может быть уста-
новлено исходя из неравенства Канторовича [13–15], левая граница которого, 
в свою очередь, определяется как функция от числа обусловленности обратной 
весовой матрицы измерений1:

4α / (1+α)2 ≤ e ≤ 100 %,

α = λmax / λmin,

где λmax и λmin — соответственно наибольшее и наименьшее собственные числа 
обратной весовой матрицы измерений.

Чем ближе к нулю эта граница, тем менее эффективными могут оказаться полу-
ченные при приближенном уравнивании оценки и тем меньше оснований пола-
гать возможной замену строгого уравнивания приближенным. Таким образом, 
вычисленная относительная эффективность позволяет судить в том числе о воз-
можности замены на единичную весовой матрицы коррелированных измерений.

3  Результаты
В качестве примера, как и в [9], если рассматривать случай угловых измере-
ний на станции, пусть измерено пять направлений (Рис. 1). Все измерения этих 
направлений равноточны, некоррелированы и характеризуются равной единич-
ной весовой матрицей (в качестве единицы веса рассматривается измерение 
одного направления).

Если каждое из n направлений измерялось единожды, то при переходе 
к измерениям углов последние будут характеризоваться уже обратной весовой 

1 �Подробнее о неравенстве Канторовича и его существующих вариациях можно ознакомиться в работе Alpargu G. 
The Kantorovich Inequality with Some Extensions and with Some Statistical Applications.Montreal: McGill University, 1996. 113 p.

2

4

5

3
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матрицей размера n×n, которая будет 
иметь следующий вид:

QY =



















2 1 1
1 2 1

1 1 2

.

Согласно выполненным и  пред-
ставленным в  Таблице  1 расчетам 
относительная эффективность в дан-
ном случае зависит от числа измерен-
ных направлений, резко уменьшается 
с увеличением их числа и уже при пяти 
может составлять менее 50 %.

Чтобы понять, насколько это суще-
ственно, можно применить известный 
принцип ничтожного влияния к обоб-
щенной дисперсии, характеризующей 
точность установления взаимного 
положения пунктов в сети и по совме-
стительству равной определителю 
обратной весовой матрицы получае-
мых оценок. Переходя от малой вели-
чины ε (чаще всего принимаемой 
за 0,05) к вспомогательной величине k, 
легко получить критерии для оценки 
существенности деформации геодези-
ческой сети, связанной с потерей точно-
сти при ее математической обработке:

1 det det ,Q QX XE
≤

k

k = 1 / (1–ε)2,

e ≥ (1 – ε)2,

α ≤ − +( )1
2
.k k

Ввиду того, что все эти критерии так 
или иначе связаны с относительной 
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Рис. 1 Угловые измерения на станции.

Fig. 1 Angle measurements at the station. 

Таблица 1 К расчету относительной 
эффективности при замене 
на единичную весовой матрицы 
угловых измерений.

Table 1 On the calculation of the relative 
efficiency when replacing 
the weight matrix of angular 
measurements with a unit one.

n–1 λmax λmin emin, %

1 1 1 100

2 3 1 75

3 4 1 64

4 5 1 56

5 6 1 49

6 7 1 44

7 8 1 40

8 9 1 36

9 10 1 33

10 11 1 31
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эффективностью, по ним можно оце-
нить целесообразность перехода 
от строгого уравнивания к приближен-
ному и выполнить оценку существен-
ности коррелированности измерений 
между собой. Таким образом, все 
эти критерии можно также полагать 
критериями некоррелированности.

Полученные согласно этим крите-
риям предельные значения для отно-
сительной эффективности и  числа 
обусловленности при разных ε пред-
ставлены в Таблице 2.

Таблица 2 Предельные значения 
числа обусловленности 
и относительной эффективности.

Table 2 Limit values of the condition 
number and relative efficiency.

ε αпред. eпред., %

0,05 1,38 90

0,10 1,60 81

0,15 3,23 72

Сопоставляя данные из Таблицы 2 с данными из Таблицы 1, можно сделать 
вывод, что в рассмотренном случае нельзя считать возможной замену стро-
гого уравнивания приближенным, а измерения углов некоррелированными 
между собой.

4  Обсуждение
Достаточно часто угловые измерения на станции выполняются по способу кру-
говых приемов, и обычно первое направление измеряется дважды, а в изме-
рения осуществляется распределение поправки за незамыкание горизонта. 
В таком случае при переходе от n направлений к (n–1) углам само незамыкание 
горизонта следует рассматривать в качестве дополнительного неизвестного 
и обратную весовую матрицу QY определения этих углов находить согласно сле-
дующей последовательности формул параметрического способа уравнивания.

Сначала находится матрица коэффициентов параметрических уравнений 
поправок

A
E
e

aN c=










×

×

+( )×

1
1

1 1 ,
n n

n
n

отдельные блоки которой определяются как

e1 = (1 0 … 0),

ac
Т = (0 1/n 

2/n … 1).

Затем формируется матрица частных производных

11

12

13
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Fβ = (−en×1 | En×n),

первый блок которой получается 
согласно

e = (1 1 … 1)T.

И  наконец вычисляется искомая 
обратная весовая матрица определе-
ния углов:

QY = Fβ(AN
TAN)−1Fβ

T.

Если по способу круговых приемов, 
как на Рис. 1, было определено четыре 
угла, то  обратная весовая матрица 
определения углов (после распреде-
ления поправки за незамыкание гори-
зонта) будет равна

QY =

1 000 0 250 0 500 0 750
0 250 1 125 0 250 0 375
0 500 0 250 1 500

, , , ,
, , , ,
, , , 00 750

0 750 0 375 0 750 2 125
,

, , , ,

.



















Эффективность оценок в данном случае, как видно из Таблицы 3, снижается 
с ростом числа измеренных направлений не так сильно, как в ранее рассмо-
тренном случае, и, если сопоставлять ее минимально возможные значения emin 
из Таблицы 3 с предельными eпред. из Таблицы 2, определения получаемых таким 
образом углов можно считать некоррелированными при четырех-пяти направ-
лениях в зависимости от выбранного значения ε, притом что большее количе-
ство направлений на станциях измеряется редко.

5  Выводы
Таким образом, подводя итог, можно заключить следующее:

1.	 Для определения возможности применения приближенного уравни-
вания вместо строгого можно использовать установленные критерии 
некоррелированности измерений.

14

15

16

17

Таблица 3 К расчету относительной 
эффективности при замене 
на единичную весовой 
матрицы угловых измерений, 
выполненных по способу 
круговых приемов.

Table 3 On the calculation of the relative 
efficiency when replacing 
the weight matrix of angular 
measurements by a unit matrix, 
performed by the method 
of circular steps.

n–1 λmax λmin emin, %

1 1,0 1 100

2 2,0 1,111 92

3 2,5 1 82

4 3,0 1 75

5 3,5 1 69

6 4,0 1 64

7 4,5 1 60

8 5,0 1 56

9 5,5 1 52

10 6,0 1 49
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2.	 С учетом того, что относительная эффективность не зависит от вида 
выполненных измерений и связана исключительно с их весовой матри-
цей, принцип распределения поправки за незамыкание горизонта, по мне-
нию авторов, может быть распространен на аналогичные рассмотренному 
в данной работе варианты перехода от непосредственно выполнен-
ных измерений к их разностям, которые можно считать равноточными 
и не коррелированными между собой (что будет справедливо в том числе 
для спутниковых измерений).
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ABSTRACT
The article considers the possibility of replacing the weight matrix of correlated measurements 

with an identity matrix commensurate with it and, accordingly, performing an approximate 

rather than strict adjustment in this case. Criteria for establishing such a possibility are obtained 

on the basis of the Kantorovich inequality and the relative efficiency of estimates obtained 

by approximate adjustment. The application of these criteria for processing the performed 

angular measurements at the station is considered. It is shown that when they are performed 

according to the method of circular steps, the distribution of the correction for the non-closure 

of the horizon allows us to consider the angle measurements as equal and uncorrelated with 

each other.
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